PROBABILITA’
Regole di base della probabilità - assiomi 

Abbiamo incontrato alcune regole a cui la valutazione della probabilità deve soddisfare, derivate dal concetto di scommessa coerente: la probabilità deve essere compresa fra zero e 1; vale 1 per l'evento certo e 0 per quello impossibile; vale la regola di somma per probabilità di eventi incompatibili. 

Da queste regole, mediante le proprietà formali degli eventi e degli insiemi è possibile derivare altre proprietà cui la probabilità deve soddisfare. È possibile dimostrare facilmente che queste regole di base sono soddisfatte automaticamente anche dalle valutazioni combinatorie e frequentiste. 

Esiste un approccio molto formale alla probabilità in cui le tre regole di base sono assunte come assiomi e le proprietà che ne seguono sono ricavate come teoremi. In questo approccio però la probabilità non è definita come concetto, così come anche l'evento è soltanto un oggetto matematico. In questa teoria la probabilità è semplicemente un numero reale che soddisfi i tre assiomi dati dalle regole4.2: 

Regola 1 

(positività): 
Regola 2 

(certezza): [image: image1.png]


, [image: image2.png]


; 

Regola 3 

(unione): [image: image3.png]


, se [image: image4.png]



In particolare, la Regola 3 può essere estesa ad un numero4.3 [image: image5.png]


di eventi: 
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	(4.5)


Questa relazione è nota con il nome di teorema delle probabilità totali. 

Da queste regole di base seguono alcune relazioni importanti che devono essere sempre soddisfatte dalle valutazioni della probabilità: 

Proprietà 1 

: [image: image8.png]


. 

Proprietà 2 

: [image: image9.png]


. Questa proprietà può essere estesa ad una classe completa di eventi, ottenendo 
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	(4.6)


come mostrato anche in figura 4.2, riquadro h). 

Proprietà 3 

: Se l'evento [image: image11.png]


implica l'evento [image: image12.png]


, cioè [image: image13.png]


, allora [image: image14.png]


. In particolare ne segue che 
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Proprietà 4 

: probabilità della somma logica nel caso generale: 
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	(4.7)


Ne segue che 
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	(4.8)


Nel caso di tre eventi la proprietà diventa: 
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	(4.9)


estendibile a [image: image34.png]


eventi come 
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	(4.10)


Questa formula è chiamata principio di inclusione-esclusione a causa dell'alternanza dei segni. 

Queste proprietà sono abbastanza intuitive e si possono dimostrare facilmente utilizzando i diagrammi di Venn. La 4, in particolare, è molto importante e, nella soluzione dei problemi, dovrebbe essere presa in considerazione prima della Regola 3, che può essere vista come suo sottocaso valido quando [image: image40.png]


. Il motivo per cui si sottrae [image: image41.png]


a [image: image42.png]


è dovuto al fatto che, per dirlo alla buona, altrimenti l'elemento [image: image43.png]


verrebbe contato due volte. Si può vedere in un semplice caso legato al gioco delle carte: 

- 

Si consideri un mazzo di carte da gioco italiane con 4 semi e 10 valori per seme. Si vuole calcolare la probabilità di estrarre una Coppe ([image: image44.png]


) o un Asso ([image: image45.png]


). Supponendo l'equiprobabilità (carte ben mischiate), le probabilità di una Coppe o di un Asso sono rispettivamente [image: image46.png]


, [image: image47.png]


. È chiaro che se si sommano semplicemente queste probabilità l'Asso di Coppe viene contato due volte ed è per questo che bisogna sottrarre dalla somma la sua probabilità ( [image: image48.png]


), ottenendo come risultato [image: image49.png]
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Primi interessi in stime quantitative di probabilità 

L'inizio della teoria delle probabilità, chiamata all'epoca la ``dottrina della sorte'', avviene nel XVII secolo, come risposta a due classi di problemi, legate rispettivamente ai giochi d'azzardo e alle assicurazioni. 

Nel primo caso si trattava di valutare la probabilità di vincere scommettendo sul verificarsi di un certo evento, ad esempio la faccia con su inciso il numero 6 nel lancio di un dado. 

Nel secondo caso si rendeva necessaria per le banche la stima della probabilità di morte di un individuo di una certa età, ovvero la probabilità che egli potesse sopravvivere un determinato numero di anni dalla stipula del contratto. 

Questi due diversi contesti hanno dato luogo a due diversi metodi per valutare la probabilità, o, come si usa ancora dire, a due ``definizioni'' di probabilità viste talvolta in contrapposizione fra di loro: la ``matematica'' e la ``sperimentale'' (o ``empirica''); la ``classica'' e la ``frequentista''; quella ``a priori'' e quella ``a posteriori''. Il termine definizione è racchiuso fra virgolette, ad indicare che, nell'approccio che andremo a seguire, si tratta in realtà di ``metodi di valutazione della probabilità'', mentre la definizione è - ripetiamo - semplicemente quella intuitiva di misura della credibilità di un evento. 

Nei prossimi paragrafi saranno introdotti questi due metodi di valutazione, ancora oggi fra i più usati nei casi relativamente semplici ai quali essi si applicano. Seguirà poi una discussione sia sul fatto che sostanzialmente essi vorrebbero far riferimento alla stessa grandezza, sia sulla loro pretesa oggettività. Infine verrà introdotta in modo più preciso la definizione soggettiva della probabilità mediante la quale è possibile risolvere le difficoltà insite nelle altre due definizioni. 

Valutazione combinatoria 

Assumiamo che l'esito di un possibile esperimento, ovvero l'evento di interesse, consista nella realizzazione di una tra più modalità elementari che si escludono a vicenda, ove con ``elementare'' si vuole indicare: 

a) 

l'impossibilità di classificare ulteriormente gli eventi in base a qualche caratteristica che hanno alcuni e non altri; 

b) 

che tali eventi devono essere tutti quelli possibili; 

c) 

che essi sono fra di loro a due a due incompatibili, ovvero che il verificarsi di uno escluda tutti gli altri. 

Esempi di questi eventi sono le 6 faccie di un dado, i 90 numeri del lotto, e così via. Questi eventi sono spesso chiamati ``casi possibili'' e li indicheremo con il simbolo [image: image52.png]


. Ad esempio, per il lancio del dado, [image: image53.png]


, [image: image54.png]


, [image: image55.png]


, [image: image56.png]


. 

In generale più modalità elementari possono contribuire allo stesso evento. Ad esempio l'evento ``numero pari nel lancio del dado'' è costituito dai tre eventi elementari [image: image57.png]


, [image: image58.png]


e [image: image59.png]


. Quenti eventi elementari vengono chiamati casi favorevoli e gli altri, di conseguenza, casi contrari. 

Se il meccanismo di estrazione è talmente simmetrico rispetto a ciascuno dei casi possibili, nessuna modalità è da ritenersi più probabile delle altre. Questa osservazione è stata elevata a principio da Laplace. A tale principio fu successivamente dato il nome di Principio di Ragione non Sufficiente2.1 o Principio di Indifferenza. 

Per passare dalla equiprobabilità dei casi possibili alla valutazione numerica della probabilità rimane da definire una scala per i valori di probabilità. Per semplicità viene scelto il valore 0 per un evento impossibile e il valore 1 per un evento certo (anche se nella vita pratica si preferiscono le percentuali e si considera la probabilità compresa fra 0 e 100%). 

Se [image: image60.png]


è il numero di casi (ugualmente) possibili e [image: image61.png]


la probabilità di ciascun evento elementare, un evento generico [image: image62.png]


che ha [image: image63.png]


eventi favorevoli ha probabilità [image: image64.png]


volte quella elementare. Poiché l'evento certo, di probabilità 1, è costituito da [image: image65.png]


eventi elementari, ciascuno di questi ha probabilità [image: image66.png]


, mentre per il generico evento vale [image: image67.png]


. 

Quindi, la probabilità di ciascuna delle modalità elementari, sotto condizione di equiprobabilità, è pari all'inverso del numero di casi possibili, mentre un generico evento ha probabilità proporzionale al numero delle modalità elementari nelle quali può manifestarsi. Da ciò segue la così detta ``definizione'' classica di Laplace : 

il valore della probabilità di un dato evento è pari al rapporto tra il numero dei casi favorevoli all'evento e il numero dei casi possibili, se questi sono egualmente probabili: 

	[image: image68.png]



	(2.1)


Come si intuisce, questa ``definizione'' è utile per assegnare un numero al livello di probabilità, ma sicuramente non definisce la probabilità come concetto, in quanto essa si basa sul concetto primitivo di equiprobabilità. È altresì ovvio che tale definizione è soddisfatta in circostanze elementari facilmente schematizzabili, ma non è affatto adeguata a descrivere fenomeni complessi, che sono quelli di maggiore interesse per le applicazioni della vita reale. Ma, e soprattutto, è da notare come il giudizio di equiprobabilità sia lasciato a discrezione di chi valuta la probabilità, cioè esso è in larga misura ``soggettivo''. 

A tale riguardo è istruttiva questa riflessione di Poincaré2.2: 

...Siamo costretti a definire il probabile dal probabile. Come possiamo sapere se due casi sono ugualmente probabili? Sarà per convenzione? Se inseriamo all'inizio di ogni problema una convenzione esplicita, bene! Allora non dobbiamo far altro che applicare le regole dell'aritmetica e dell'algebra e completare il calcolo, quando il nostro risultato non può essere chiamato in questione. Ma se vogliamo fare la minima applicazione di questo risultato dobbiamo provare che la nostra convenzione è legittima e ci troveremo in presenza della difficoltà di fondo che pensavamo di aver evitato. 
Probabilità e frequenza 

Come accennato, il primo tentativo di valutare la probabilità fuori dall'ambito dei giochi d'azzardo fu motivato dal calcolo delle pensioni. L'ammontare del vitalizio da corrispondere all'assicurato dipende infatti, oltre che dal capitale accumulato e da altri fattori strettamente economici, dalla probabilità di morte dell'assicurato in funzione della sua età. Infatti, a seconda dei casi, la compagnia guadagna molto in caso di decesso prematuro, mentre perde molto nel caso di straordinaria longevità. Una valutazione realistica *** attenzione alle implicazioni di oggettività*** della probabilità è resa necessaria onde evitare perdite economiche nei casi di eccessive sottostime o sovrastime. Nel primo caso la società farà bancarotta a causa dei vitalizi troppo onerosi che si è impegnata a pagare, nel secondo sarà battuta dalla concorrenza che, disponendo di valutazioni più realistiche, potrà offrire ai clienti premi più convenienti. 

Considerando la sopravvivenza di ciascuna persona da un anno all'altro, ci sono due modalità elementari, ma esse sono per fortuna non equiprobabili e quindi la ``definizione'' di Laplace è inapplicabile. 

Il problema fu risolto compilando delle tabelle di mortalità per le varie età e stimando la probabilità dalla frequenza (ovvero da quante volte quel tipo di evento si è verificato nel passato). 

Per essere più concreti - e meno macabri - interessiamoci ad esempio alla valutazione della probabilità di sopravvivenza nell'arco di un anno delle persone di una certa classe di età. Assumiamo che il [image: image69.png]


di gennaio di un certo anno la popolazione sia costituita da [image: image70.png]


individui di una certa età e che il [image: image71.png]


gennaio dell'anno successivo siano ancora in vita [image: image72.png]


di quegli [image: image73.png]


. Questo era ritenuto equivalente ad aver compiuto [image: image74.png]


esperimenti - o prove - dei quali [image: image75.png]


hanno dato esito favorevole e [image: image76.png]


esito sfavorevole. Ciascuna prova è inoltre considerata indipendente dall'altra e la probabilità di esito favorevole è ritenuta costante (è facile intuire come questa schematizzazione sia particolarmente rozza e che non potrà mai portare ad una valutazione della probabilità di sopravvivenza del singolo individuo, ma al più ad una probabilità relativa all'individuo tipo). 

Nel valutare la probabilità di sopravvivenza dei nuovi individui che hanno ora raggiunto tale età si effettua il seguente ragionamento: in generale, se la valutazione di probabilità è corretta, l' esito a cui è assegnata probabilità più elevata è quello dei due che si ritiene possa accadere più facilmente. In particolare, se uno dei due fosse impossibile non accadrebbe mai, mentre se fosse certo si verificherebbe con sicurezza. Supponendo che il processo si ripeta nel futuro con le stesse condizioni con cui era avvenuto nel passato allora il ragionamento precedente può essere invertito (``l'esito più frequentemente accaduto è quello che ``aveva'' maggiore probabilità di accadere'') ed esteso al futuro 2.3. La probabilità che i nuovi individui di quella classe di età sopravvivano è quindi ritenuta proporzionale al numero di eventi favorevoli ([image: image77.png]


) dell'anno precedente: [image: image78.png]


. 

Poiché l'evento certo (``qualcosa deve accadere''), proporzionale a [image: image79.png]


, viene convenzionalmente posto uguale ad 1, si ottiene che il fattore di proporzionalità vale [image: image80.png]


. Ne segue che [image: image81.png]


. Ovvero che la frequenza relativa di successo nel passato viene adottata a misura della probabilità di successo nel futuro. 

Estendendo il semplice problema dell'esperimento con due esiti ad esperimenti a molti esiti, come potrebbe essere ad esempio quello di [image: image82.png]


misure nelle quali il risultato si può presentare in tante modalità diverse (sia [image: image83.png]


la [image: image84.png]


-ma modalità), otteniamo 
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	(2.2)


ovvero la probabilità viene valutata come 
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	(2.3)


o, più concisamente, 
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	frequenza relativa di successo[image: image89.png]



	 


Questo metodo di valutazione delle probabilità è affetto da due limitazioni: 

· innanzitutto il segno ``[image: image90.png]


'' al posto di ``='' sta a ricordare che questa valutazione soffre di grosse incertezze se il numero di prove non è molto grande. Ad esempio, nel caso estremo in cui sia stata effettuata una sola prova, la frequenza relativa vale 0 o 1; 

· esso presuppone che gli esperimenti (passati, presenti e futuri) possano essere ripetuti nelle stesse condizioni, ovvero in modo indipendente l'uno dall'altro e con la probabilità di ciascuna delle modalità costante nella singola prova. 

La prima limitazione può essere superata se si dispone di un grande numero di prove. La seconda invece è insita nella natura delle cose ed è compito di chi valuta la probabilità giudicare, di volta in volta, se l'ipotesi di equiprobabilità delle prove possa essere accettata entro i limiti di accuratezza con cui è necessario stimare la probabilità. 

Quindi anche in questo caso spetta a chi valuta la probabilità decidere, con un ampio margine di arbitrarietà, se l'ipotesi di ``stesse condizioni'' è verificata e se le prove si svolgeranno nel futuro come si erano svolte nel passato. Ad esempio, se in una popolazione si sviluppa improvvisamente un'epidemia o se, al contrario, migliorate condizioni di vita e assenza di eventi bellici diminuiscono la mortalità non ci si può più basare sulle tabelle di sopravvivenza degli anni precedenti. 

È da notare inoltre come la richiesta di un grande numero di prove possa essere in contrasto con la non - o scarsa - ripetibilità del fenomeno sotto studio. In genere sia lo strumento che la grandezza da misurare2.4possono subire modificazioni nel corso del tempo. Che senso avrebbe, ad esempio, affermare che al 95% di probabilità una navicella spaziale si trova in un certo istante in una certa regione di spazio se si credesse che il solo modo di intendere la probabilità sia quello basato sulla frequenza? 

Legge empirica del caso e ``definizione'' frequentista 

	Tabella: Risultati della simulazione al computer di estrazioni con probabilità a priori di successo pari a 1/2. [image: image91.png]


e [image: image92.png]


stanno per ``testa'' e ``croce'' per analogia con il lancio di monete perfette. [image: image93.png]


, [image: image94.png]


e [image: image95.png]


indicano il numero di ``lanci'', il numero di ``teste'' e la loro frequenza relativa. È anche riportato il valore assoluto della differenza fra numero di teste e ``numero'' di ``croci''.

	i
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Nel passato ha avuto grande importanza la constatazione empirica che, per i semplici casi in cui si sa calcolare la probabilità mediante ragionamenti di simmetria (``definizione'' di Laplace), si nota che la frequenza relativa ``è in genere prossima'' al valore di probabilità calcolato a priori. In effetti, sperimentalmente risulta che questo è ``praticamente vero'' quando il numero di prove è molto grande. In altri termini, maggiore è il numero di prove e ``meno frequentemente succede'' di osservare grandi scarti della frequenza dal valore di probabilità, ovvero 

	``[image: image101.png]


''[image: image102.png]



	(2.4)


	[image: image103.png]




	Figura: Frequenza relativa dell'evento ``Testa'' in funzione del numero di eventi in un esperimento simulato del lancio di una moneta. Sono riportate quattro sequenze indipendenti.


Esempi (simulati al computer) di frequenza relativa in funzione del numero dei lanci di una moneta sono mostrati nella tabella 2.1 e nella figura 2.1. 

Questo tipo di osservazioni sperimentali ha condotto ad enunciare la così detta legge empirica del caso: 

In una serie di prove ripetute un gran numero di volte nelle stesse condizioni, ciascuno degli eventi possibili si manifesta con una frequenza relativa che è circa uguale alla sua probabilità. L'approssimazione migliora con il numero delle prove. 

Questo fatto prettamente empirico ha suggerito di ribaltare la (2.4) e ``definire'' la probabilità in termini di frequenza relativa misurata in una successione arbitrariamente grande di prove: 

	[image: image104.png]
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	(2.5)


(il simbolo di limite è fra virgolette perché non ha niente a che vedere con i limiti intesi in senso matematico). L'interesse del collegamento fornito dalla legge empirica del caso2.5consiste nel fatto di poter calcolare la probabilità anche in quelle circostanze in cui è difficile fare l'inventario di tutti i casi possibili ed equiprobabili su cui si basa la definizione classica di Laplace, con la convinzione che si stia sostanzialmente determinando la ``stessa'' quantità. 

Come fatto notare a proposito della (2.4), anche la (2.5) non va intesa come un limite nel senso matematico. Non c'è infatti nessuna garanzia che data una grandezza piccola [image: image107.png]


esista un [image: image108.png]


arbitrariamente grande tale che se [image: image109.png]


ci sia l'assoluta certezza che la frequenza relativa differisca da [image: image110.png]


meno di [image: image111.png]


. 

Interpretazione oggettivista e soggettivista della probabilità 

Dal punto di vista storico le due ``definizioni'' di probabilità appena incontrate, legate fra loro dalla ``legge empirica del caso'' hanno indotto molti a 

· confondere il concetto di probabilità con il suo metodo di valutazione, come si può verificare in vari libri di testo e voci di enciclopedia; 

· ritenere che il valore di probabilità sia oggettivo, cioè che sia insito nella natura delle cose e non dipenda da chi lo valuta; 

· credere che si possa parlare di probabilità solo in questi due casi, molto particolari e riduttivi, rispetto alla complessità del mondo reale. Sarebbero quindi esclusi da argomentazioni probabilistiche tutti quegli eventi (la stragrande maggioranza di quelli di interesse pratico e scientifico) per i quali è impossibile eseguire l'inventario dei casi possibili e di quelli favorevoli o per i quali non è possibile ripetere ``infinite volte'' l'esperimento nelle identiche condizioni. 

Abbiamo invece visto come in quelle stesse definizioni ci sia una fondamentale componente soggettiva nel decidere caso per caso se le clausole di equiprobabilità sono soddisfatte. 

Inoltre non è difficile convincersi che la probabilità dipende dallo stato di conoscenza (o stato di informazione) di chi la valuta: 

· la probabilità 1/6 di ciascuno dei risultati del lancio di un dado assume la regolarità del dado. Ciò nonostante un dado reale avrà necessariamente delle asimmetrie (ad esempio dovute al diverso numero di puntini incisi sulle facce2.6) e qualcuno può credere a valori diversi da 1/6 se ha una conoscenza meno vaga di quel dado2.7; 

· la situazione in cui il dado è stato già lanciato, ma riparato dalla vista di chi deve stimare la probabilità, non cambia la valutazione. La probabilità (del dado regolare) è sempre 1/6 anche se dal punto di vista fisico l'esito è già determinato. 

· Se inoltre si riesce a sbirciare e a leggere il valore di una faccia laterale la situazione cambia immediatamente: la probabilità della faccia vista e del suo complemento2.8 a 7 si annullano e quelle delle altre facce aumentano ad 1/4. 

· Se si prende un sacchetto con i 90 numeri della tombola e lo si fora da sotto, chiaramente la probabilità che esca un numero che è depositato sul fondo è chiaramente maggiore di quella dei numeri che stanno sopra, ma la nostra ignoranza sulla posizione dei numeri fa sì che non possiamo far altro che assegnare la stessa probabilità a tutti i numeri. 

Concetto di probabilità condizionata 

Se la valutazione di probabilità dipende dallo stato di informazione, non ha senso parlare di una ``probabilità assoluta''. Si può soltanto parlare di probabilità condizionata ad una certa informazione. Indichiamola genericamente con [image: image112.png]


, letta ``probabilità di [image: image113.png]


dato lo stato di informazione [image: image114.png]


'', o ``probabilità di [image: image115.png]


data [image: image116.png]


''. Quando si parla di [image: image117.png]


senza aggiungere altro si fa riferimento a circostanze convenzionali, oppure - implicitamente - allo stato di informazione di chi la valuta. 

Facciamo alcuni esempi: 

· quando si dice che la probabilità della faccia di un dado sia 1/6 si sta assumendo che dado e lancio siano perfettamente regolari; 

· quando si dice che la probabilità di Testa nel lancio di una moneta sia 1/2 si assume che la moneta sia regolare, che il lancio sia ``fatto a caso'' (non è irragionevole pensare ad un prestigiatore in grado di controllare il lancio) e che inoltre la moneta non cada verticale e non vada in un tombino (né che sia catturata al volo da un amico). 

Quindi la probabilità va valutata entro lo spazio di possibilità di interesse. Ad esempio ci si può interessare alla probalità della faccia ``6'' del dado limitatamente al verificarsi di un numero pari ovvero [image: image118.png]


``pari''[image: image119.png]


, oppure alla probabilità che la somma ottenuta in due lanci sia pari a 12 nelle stesse condizioni, cioè [image: image120.png]


somma[image: image121.png]


entrambi[image: image122.png]


   pari[image: image123.png]


. Si noti che, più propriamente, bisognerebbe scrivere [image: image124.png]


``pari'' & ``dado regolare''[image: image125.png]


 e [image: image126.png]


somma[image: image127.png]


``entrambi pari'' & ``dado regolare''[image: image128.png]


, anche se nel seguito eviteremo di scrivere la condizione ``ovvia''2.9. 

Ragionamenti analoghi possono essere seguiti quando si voglia valutare la probabilità dalle frequenze (sempre nell'ipotesi che le clausole insite in tale valutazione siano soddisfatte). Si può quindi stimare la probabilità di furto di una macchina sotto la condizione che sia immatricolata a Milano, che il proprietario sia un venditore ambulante, che sia di una certa marca, o che le tre condizioni siano verificate simultaneamente (ammesso di trovare abbastanza macchine che corrispondano a tali requisiti per farne delle ``statistiche''). 

Quindi nei due semplici casi di valutazione della probabilità dal giudizio di equiprobabilità e dalle frequenze relative del passato si ottiene: 

	[image: image129.png]



	(2.6)


e 

	[image: image130.png]



	(2.7)


Altre volte invece - nella maggior parte dei casi pratici della vita - lo stato di informazione cambia la valutazione, ma in modo più difficile da schematizzare: la probabilità di vittoria di un pilota di F1 dipende dal circuito e dalle condizioni ambientali (a parità di macchine); tutti sono d'accordo che la probabilità di vittoria di una squadra di calcio generalmente diminuisce se cinque titolari sono squalificati; la probabilità che un titolo azionario diminuisca di valore può dipendere dall'improvviso esonero dell'amministratore delegato (oppure può aumentare di quotazione se il dirigente allontanato era ritenuto incompetente). 

Altri casi più prettamente scientifici nei quali non è possibile applicare le schematizzazioni di sopra sono quelli relativi alla probabilità di ipotesi scientifiche (teorie o valori di grandezze) alla luce di (``subordinate a'') osservazioni sperimentali. Ad esempio, quanto vali sono possibili valori di massa di un oggetto, se abbiamo letto [image: image131.png]


su una bilancia? E come cambiano le mie credenze se pongo lo stesso oggetto su un'altra bilancia e leggo [image: image132.png]


? Anticipiamo che in molti casi di rilievo relativi alla ricerca e alla teoria dell'incertezza di misura la modifica della probabilità può essere effettata in modo logicamente consistente mediante un importante teorema del calcolo delle probabilità che vedremo a tempo debito. 

Nel seguito, al fine di alleggerire la notazione, spesso scriveremo [image: image133.png]


semplicemente come [image: image134.png]


, assumendo comunque che ci siano delle condizioni note a chi valuta la probabilità. 

Eventi di probabilità nulla 

Abbiamo detto che assegnamo probabilità nulla ad un evento che riteniamo impossibile. Ma non è vero il contrario, anche se ciò può sorprendere. Questo accade quando gli eventi presi in considerazione rappresentano una descrizione talmente particolareggiata di un accadimento che lo spazio di tutte le configurazioni possibili contiene un numero infinito di possibilità (anzi [image: image135.png]


, per parlare in termini matematici, con [image: image136.png]


abbastanza grande). 

Quella che sembrerebbe un'affermazione sorprendente può essere verificata osservando la realtà che ci circonda e riflettendo, ad esempio, a quale sarebbe stata la probabilità - se avessi dovuto valutarla la settimana scorsa, o anche qualche minuto fa - che tu stia leggendo questa frase in questo esatto momento, mentre c'è una certa condizione meteorologica, con le persone che ti circondano vestite in un certo modo, che si scambiano certe frasi, la radio che trasmette una certa canzone o una precisa notizia di cronaca, etc. 

Non servono teoremi matematici per convincersi che tutti gli eventi che accadono ``avevano'' probabilità nulla. Ma non per questo sono impossibili, altrimenti nulla accadrebbe. L'infinita varietà di eventi di probabilità nulla fa sì che la loro ``somma'' dia sempre l'evento certo (``qualcosa accade''). 

La possibilità di valutazione della probabilità in termini finiti è dovuta al fatto che nelle nostre schematizzazioni non siamo in genere interessati a definire un evento con tutti i dettagli. Analizzando una situazione di traffico a un incrocio, si può essere interessati al numero di macchine, allo stato dei semafori, ma non alle singole targhe delle autovetture e al colore dei capelli degli autisti, o alla velocità istantanea e posizione di ogni veicolo e pedone. 

Ciò nonostante, anche quando si riflette su eventi di probabilità nulla, è possibile ritenere alcuni più credibili di altri. Ad esempio se si esaminano più foto dello stesso incrocio, alcune - anche con configurazioni di veicoli e persone completamente diverse fra loro - sembrano ``più normali'' e sono percepite come ``ugualmente verosimili''. Quindi dovendo fare considerazioni su situazioni analoghe future, queste verrebbero classificate con lo stesso grado di fiducia, sebbene tutte con probabilità uguale a zero. Ad altre situazioni, per esempio con un incidente oppure con cinque macchine d'epoca, si può dare un grado di fiducia 100 o 1000 volte inferiore, pur con la stessa probabilità nulla. 

Anche se per il momento questo discorso delle probabilità nulle di eventi possibili non sembra produttivo ai fini di una valutazione numerica delle probabilità, esso sarà ripreso quando si considereranno le variabili continue. Inoltre, poiché la probabilità è sempre da valutare come probabilità condizionata, gli eventi di interesse sono spesso implicitamente subordinati a eventi di probabilità nulla. Ad esempio, anche se il caso sembra banale, considerando una qualsiasi configurazione di traffico (evento a probabilità nulla), ci si può interessare all'evento ``le macchine di fabbrica italiana sono almeno il 60%''. 

Un ultimo interesse educativo del considerare questo tipo di eventi è legata alla esorcizzazione dello stupore che hanno molti di fronte a fatti che sembrano straordinari (``estremamente poco probabili'') soltanto per coincidenze fortuite o perché sono stati considerati in dettaglio per la prima volta. Questa meraviglia fa sì che si rischi di attribuire loro significati scientifici (... o paranormali) che essi generalmente non hanno. 

Probabilità e scommesse eque 

Avendo chiarito che una probabilità è da ritenersi sempre come probabilità condizionata ci resta ancora da trovare una regola generale e operativa per valutarla, ovvero dare una ``definizione'' che vada oltre il concetto intuitivo e che non sia limitata ai casi stereotipati degli eventi equiprobabili o delle prove effettuate in condizioni di equiprobabilità. 

Un modo di superare l'impasse è quello di far ricorso al concetto di scommessa, percepibile a livello intuitivo da tutte le persone razionali. Finora, quando si è fatto uso del termine scommessa al fine di provocare un giudizio di maggiore probabilità fra più eventi alternativi, si è sempre indicata, o lasciata immaginare, una scommessa alla pari con l'intento di vincere. Ad esempio, considerando il lancio di un dado, dovendo scommettere pro o contro il ``6'', si è d'accordo che conviene puntare contro. Il solo problema è ...trovare il pollo che accetti la scommessa. 

Se invece si propone che chi gioca sul ``6'' punta mille lire e chi contro 99 mila lire si capisce come il problema si rovesci. 

In entrambi i casi le scommesse hanno un verso privilegiato. Mentre nel primo caso nessuno era disposto a puntare 1000 lire per vincerne 2000, ora tutti sono favorevoli a giocare la stessa cifra per vincere 100 mila. Chiaramente il segreto non sta nell'importo superiore, perché nessuno punterebbe 50 mila sul sei per vincerne 100 mila. Così nessuno gioca alla pari contro la vittoria in casa della capolista del campionato di calcio nella partita contro l'ultima in classifica, ma potrebbe accettare la scommessa per vincere 10, 100 o 1000 volte la puntata. 

Questo ci insegna che la puntata massima [image: image137.png]


che si è disposti a scommettere per ricevere una somma [image: image138.png]


se l'evento [image: image139.png]


si verifica e niente se non si verifica (eventualmente con le dovute condizioni) è proporzionale a quanto si crede che l'evento possa accadere, ossia 

	[image: image140.png]
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e all'importo [image: image143.png]


che si può vincere 
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Quindi 

	[image: image147.png]



	(2.8)


Se si ritiene che l'evento sia praticamente impossibile non si è disposti a puntare niente. Se si è assolutamente sicuri si arriva a puntare [image: image148.png]


(con la certezza di riprendersi poi i soldi). 

Questa relazione potrebbe essere usata per valutare la probabilità se ci si convince che [image: image149.png]


non rappresenta soltanto la quota massima da pagare, bensì quella giusta. Infatti se fosse possibile giocare una puntata [image: image150.png]


inferiore ad A il gioco sarebbe conveniente, se invece [image: image151.png]


fosse superiore ad [image: image152.png]


la scommessa sarebbe inaccettabile, a meno di non invertirne il verso (diventando così conveniente). 

La puntata [image: image153.png]


rappresenta quindi la puntata giusta che lascia il giocatore in dubbio in quale direzione giocare. Una scommessa di questo tipo è chiamata equa o coerente. Essa può essere usata per valutare [image: image154.png]


. 

La scommessa di una puntata [image: image155.png]


per vincere [image: image156.png]


se l'evento [image: image157.png]


si verifica e perdere [image: image158.png]


nel caso contrario, tale che essa risulti accettabile da una persona razionale in entrambe le direzioni, implica la valutazione di probabilità 
	[image: image159.png]



	(2.9)


La (2.9) impone dei vincoli su [image: image160.png]


. Siccome nessuna persona razionale è disposto a scommettere [image: image161.png]


o ad accettare una scommessa di [image: image162.png]


(si provi ad immaginare le conseguenze di quest'ultimo caso!) ne segue che 

	[image: image163.png]



	(2.10)


Questa è la prima delle regole che la probabilità deve soddisfare, che avevamo già incontrato precedentemente come scala arbitraria e che ora diventa una ``scala naturale''. 

Un modo di immaginare una valutazione di probabilità in base alla scommessa coerente è che, una volta che una persona abbia valutato [image: image164.png]


e stabilito una quota [image: image165.png]


in base allla vincita totale [image: image166.png]


, l'altra persona scelga se puntare su [image: image167.png]


o contro di esso. Si tratta dello stesso principio che si applica nella suddivisione di una eredità o di una semplice torta fra due persone: la migliore garanzia di equità è che uno dei due faccia le parti e l'altro scelga. Con questa regola anche un bambino dividerebbe la torta in due parti praticamente uguali: ogni volta che si accorge che l'altro potrebbe guadagnarci scegliendo la parte visibilmente più grande riaggiusta la traiettoria del coltello. 

Probabilità e quote di scommessa 

Talvolta la credibilità di un evento è espressa dal rapporto delle puntate che si ritiene equo scommettere pro e contro l'evento, ad esempio ``1 a 1'' o ``100 a 1'. Mostriamo ora come sia possibile, dalla conoscenza dei rapporti delle puntate, risalire al valore di probabilità stimato. Chiamiamo [image: image168.png]


la puntata che si è disposti a scommettere su [image: image169.png]


, opposto ad [image: image170.png]


, cioè quello che si verifica se non si verifica [image: image171.png]


(e viceversa). Chiaramente 
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	(2.11)


Sommando membro a membro (2.8) e (2.11) si ha che 
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ricordandosi che la posta [image: image176.png]


è data dalla somma delle puntate [image: image177.png]


e [image: image178.png]


, si ottiene 
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	(2.12)


Questa è, al pari della (2.10) una condizione che deve valere sempre per qualsiasi evento. 

È importante notare che, anche se non è stato implicitamente indicato, la (2.12) è valida solo se le probabilità si riferiscono allo stesso stato di informazione: 

	[image: image180.png]



	(2.13)


mentre non è in genere vero per le generiche [image: image181.png]


e [image: image182.png]


. 

Dal rapporto delle (2.8) e (2.11) segue inoltre che 
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	(2.14)


da cui 

	[image: image184.png]



	(2.15)


Se ad esempio uno scommettitore valuta un rapporto di puntate equo di ``2 a 1'' vuol dire che egli stima una probabilità di 2/3. Anche se questo modo di esprimersi non è molto familiare in Italia, questi rapporti (``odds'') sono il modo naturale di esprimere la propria fiducia in un evento nei paesi anglosassoni. Anche le previsioni metereologiche sono talvolta accompagnate da stime di attendibilità del tipo ``20 a 1 che domani nevica''.
Definizione soggettiva di probabilità 

Abbiamo visto nei paragrafi precedenti come la somma [image: image185.png]


che si può vincere se l'evento si verifica gioca un ruolo di scala inessenziale nella logica della scommessa stessa. Essa si può quindi porre uguale a 1, ottenendo un valore della puntata numericamente uguale alla probabilità ( [image: image186.png]


). Ne segue quindi la formulazione ufficiale di probabilità soggettiva2.10: 

Si dice probabilità di un evento [image: image187.png]


la misura del ``grado di fiducia'' in [image: image188.png]


espressa da un numero reale [image: image189.png]


tale che una scommessa di quota [image: image190.png]


su [image: image191.png]


sia coerente. 
Come già accennato precedentemente, questa definizione fornisce un significato al numero [image: image192.png]


, indipendentemente da come esso sia valutato, ovvero se [image: image193.png]


è prossimo a [image: image194.png]


si è molto sicuri del verificarsi dell'evento, mentre se è prossimo a zero se ne è molto scettici. 

In principio sono possibili infiniti modi per calcolarsi il valore di [image: image195.png]


, ivi compresi conti complicati di meccanica quantistica, simulazioni al computer, etc. Quelli che prenderemo in considerazione in questo testo sono essenzialmente i seguenti: 

· valutazioni combinatoriali e basate sulla frequenza, qualora si ritenga che le condizioni per la loro applicazione siano realizzate; 

· valutazioni puramente intuitive nei casi unici e irripetibili della vita pratica, compresi quelli delle misure; 

· aggiornamento della valutazione iniziale della probabilità - di tipo intuitivo - mediante l'uso del teorema di Bayes, che sarà illustrato nel capitolo 

pzd100La ``definizione ISO'' 

Nel 1993 l'Organizzazione Internazionale per la Standardizzazione (ISO) ha pubblicato una guida (``Guide to the expression of uncertainty in measurement'') per stabilire regole generali per valutare e esprimere l'incertezza della misura applicabili su un vasto spettro di misure. Essa è stata preparata da un gruppo di lavoro di esperti nominati dal Bureau International des Poids et Mesures (BIPM), l'International Electrotechnical Commission (IEC), l'ISO e l'International Organization of Legal Metrology (OIML) e supportata anche dall'International Federation of Clinical Chemistry (IFCC), l'International Union of Pure and Applied Chemistry (IUPAC) e l'International Union of Pure and Applied Physics (IUPAP). 

Analizzeremo in dettaglio le raccomandazioni suggerite in tale guida quando svilupperemo la teoria probabilistica delle incertezze di misura. Vedremo allora il ruolo cruciale che avrà l'interpretazione soggettivista della probabilità, ruolo espressamente riconosciuto nella guida ISO (citazione in inglese per evitare distorsioni di traduzione): 

...In contrast to this frequency-based point of view of probability, an equally valid viewpoint is that probability is a measure of the degree of belief that an event will occur. For example, suppose one has a chance of winning a small sum of money [image: image196.png]


and one is a rational bettor. One's degree of belief in event [image: image197.png]


occurring is [image: image198.png]


if one is indifferent to this two betting choices: (1) receiving [image: image199.png]


if event [image: image200.png]


occurs but nothing if it does not occur; (2) receiving [image: image201.png]


if event [image: image202.png]


does not occur but nothing if it does occur. Recommandation INC-1 (1980) upon which this Guide rests implicitly adopts such a viewpoint of probability since it views expressions such as equation (E.6) as the appropriate way to calculate the combined standard uncertainty of a result of a measurement. 
Aggiungiamo soltanto alcune note esplicative: 

· ``equally valid'' può essere riduttivo, alla luce di quanto detto nei precedenti paragrafi, ma si tenga conto che l'approccio frequentista è ancora dominante in molti settori, semplicemente per propagazione di consuetudini; 

· ``small sum'' è in relazione alla non uguale percezione del valore dei soldi da parte di diverse persone, problema illustrato fra breve; 

· la raccomandazione INC-1 del Bureau International des Poids et Mesures sarà discussa nel capitolo 

; 

· l'equazione (E.6) mostra una propagazione di incertezze dovute a errori statistici e sistematici, del tipo di quelle che vedremo nel capitolo 

. Anticipiamo che tali espressioni hanno senso soltanto se la probabilità è intesa in modo soggettivo. 

pzd100Note sul termine ``soggettivo'' 

Indubbiamente l'aggettivo ``soggettivo'' spaventa molti, soprattutto coloro che intendono fare scienza inseguendo il sano ideale di ``oggettività'', così come questo termine è percepito dal senso comune. È quindi opportuno fare alcune precisazioni sull'uso di tale termine in questo contesto. 

· Innanzitutto ripetiamo che ``soggettivo'' sta ad indicare che la valutazione di probabilità dipende dallo stato di informazione dell'individuo - soggetto - che la esegue. 

· A volte si ha l'impressione che esista una probabilità oggettiva astratta, ma ci si rende conto che, in genere, questa risponde soltanto a domande generiche, a problemi stereotipati o a casi da libro di testo. Tutte le valutazioni della vita pratica richiedono delle decisioni personali e meditate e delle quali ci si deve assumere la responsabilità. 

Si provi, ad esempio, a rispondere alla seguente domanda: ``quanto vale la probabilità che una molecola di gas [image: image205.png]


che esce da un recipiente ad una certa temperatura abbia una velocità compresa in certo intervallo?'' La risposta sembra tranquilla e assolutamente oggettiva: ``si prende la distribuzione di Maxwell [image: image206.png]


, si fanno dei conti e si ottiene un numero''. Ma questo è un esercizio di Fisica Generale, non la risposta ad un quesito reale che invece potrebbe suonare così: ``ti dò un recipiente contenente [image: image207.png]


e un rivelatore (o i soldi per comprarli). Tu installi l'apparato (o lo fai fare ad una persona di tua fiducia) e poi rispondi alla domanda: quanto vale la probabilità che la prima molecola abbia una velocità in quell'intervallo?''. Le cose cambiano drammaticamente: si studia bene il problema, ci si informa dove è stato acquistato il gas, si controlla la temperatura, eventualmente si effettuano stime preliminari e poi - molto probabilmente - si dà un intervallo di valori per [image: image208.png]


. 
· Soggettivo non significa arbitrario: il ruolo normativo della scommessa coerente obbliga a tener conto di tutte le informazioni a disposizione. Addirittura la conoscenza che altri valutano diversamente la probabilità dello stesso evento è una informazione che andrebbe utilizzata. Ma non tanto per mediare le due stime quanto piuttosto per capire meglio il problema e comportarsi alla fine nel modo più coerente possibile come se veramente si dovesse scommettere del denaro su o contro quell'evento. 

· La così detta ``oggettività'', come è percepita da chi è al di fuori della ricerca scientifica, viene recuperata quando una comunità di esseri razionali condivide lo stesso stato di informazione. Ma anche in questo caso, si dovrebbe parlare più propriamente di ``intersoggettività''. 

· A volte si incontrano delle persone che, riluttanti ad accettare l'interpretazione soggettiva della probabilità ma rendendosi conto dei paradossi delle altre presunte definizioni, affermano di disinteressarsi dei ``cavilli filosofici'' sulla probabilità, ``purché la sappia usare e valutare'', inconsapevoli che ``rifiutare di fare della filosofia è un atteggiamento che presuppone una certa filosofia''. Se tali persone sono disposte ad accettare che quanto più alto è il valore della probabilità tanto maggiore sono le aspettative sul verificarsi dell'evento, e se sono pronte ad assumersi delle responsabilità sulle affermazioni di probabilità, non c'è nessun problema: questa posizione apparentemente agnostica potrebbe venir utilizzata come definizione alternativa del concetto di probabilità. 

pzd100Ruolo virtuale della scommessa, valore dei soldi e ordini di grandezza non intuitivamente percepibili 

Qualcuno può avere difficoltà ad accettare il ruolo della scommessa nelle valutazioni di probabilità per ragioni assolutamente legittime e quindi sono necessari alcuni chiarimenti, oltre a quelli appena dati. 

Tipiche obiezioni possono essere: 

a) 

con chi bisogna scommettere? 

b) 

devo sempre fare scommesse coerenti? 

c) 

anche se ritenessi che la probabilità sia del 99.999% non accetterei mai di scommettere [image: image209.png]


lire contro 1000 lire; 

d) 

intuitivamente posso ritenere che la probabilità sia molto bassa ( [image: image210.png]


), bassa ( [image: image211.png]


-[image: image212.png]


), media ( [image: image213.png]


-[image: image214.png]


), alta ( [image: image215.png]


-[image: image216.png]


) o molto alta ( [image: image217.png]


), ma come si può decidere se è 43 o 44%? O se è 99.9 invece di 99.9999%? 

Cerchiamo di rispondere brevemente. 

a) 

La scommessa coerente deve essere intesa come operazionale, sebbene a livello ipotetico. Questo caso non è unico nella scienza. 

- 

Anche la definizione di sostanza velenosa è definita come ``letale se ingerita'', ma non si richiede una prova per ogni sostanza definita tale. 

- 

Un campo elettrico è definito dalla forza per unità di carica, ma sicuramente questo non è il modo di valutare il campo elettrico in prossimità di un elettrone. 

Il ruolo normativo della scommessa coerente dovrebbe obbligare chi valuta la probabilità ad essere onesto con sé stesso e con la comunità scientifica. Ad esempio, se uno sperimentatore dichiara che il valore di una grandezza è compreso in un certo intervallo con probabilità del [image: image218.png]




 HYPERLINK "http://www.roma1.infn.it/~dagos/PRO/footnode.html" \l "foot610" 2.11 dovrebbe essere disposto ad accettare una scommessa di circa 2 a 1 in favore di tale evento, e 1 a 2 contro. Se egli si sente pronto a scommettere pro ma è riluttante a scommettere contro vuol dire che crede in tale risultato molto di più del 68% dichiarato. 

b) 

Le scommesse coerenti servono solo per valutare la probabilità. Poi nella vita (a parte le tombolate natalizie con i familiari) si fanno scommesse non eque con l'intento di vincere. Però è opportuno stimare al meglio la probabilità per cercare di puntare meno della posta equa se si gioca pro, o far puntare di più se si sta dalla parte del banco. 

Questo è quello che fanno gli allibratori professionisti, chi organizza lotto e lotterie nazionali, chi propone polizze assicurative, ma anche chi gioca semplicemente a scacchi o a scopone con gli amici. Che invece le valutazioni di chi segue i ``sistemi per vincere al lotto'' siano sbagliate è ``dimostrato'' sia dai guadagni che lo Stato fa su tali scommesse sia dal dato di fatto che i furbi, quando possono, si mettono a gestire lotterie clandestine e non di certo a giocare... 

c) 

Se si propone ad una persona razionale di giocare ai dadi alla pari [image: image219.png]


o [image: image220.png]


lire puntando contro il ``6'', questa riterrà l'offerta assolutamente vantaggiosa e non esiterà a giocare (a meno che non sospetti qualche trucco, vista l'enorme differenza dal rapporto equo delle puntate). Se però si propone una puntata che corrisponde a qualche anno di stipendio, o alla casa, pur mantenendo la scommessa alla pari, la maggior parte delle persone riterranno la scommessa inaccettabile. La probabilità di 1/6 di ``perdere tutto'' vince la tentazione di provare a raddoppiare con probabilità 5/6. Questo è dovuto al fatto che ``il valore dei soldi'' non è lo stesso per tutte le persone e sicuramente non è percepito in modo lineare2.12. In risposta a questa obiezione vale quanto detto a proposito della lettura in chiave ipotetica della scommessa. 

È da notare comunque che scommesse di questo tipo sono comunemente accettate da gestori di lotterie e da assicurazioni (anche se per ovvi motivi con ``puntate'' non eque) abbastanza coperti finanziariamente da poter affrontare il rischio di momentanee ``sovrafluttuazioni di sfortuna''. 

d) 

In effetti è vero che la probabilità soggettiva valutata in modo semplicemente intuitivo è rozza, e non potrebbe essere altrimenti. Ma vedremo dei metodi che permetteranno, a partire da stime approssimative, di riaggiornare la probabilità ottenendo valori spesso ben precisi. Questi metodi stanno ai calibri come la percezione intuitiva di probabilità sta a quella di spazio. La stessa analogia vale per valori di probabilità molti prossimi a uno o a zero. Situazioni analoghe nel dominio dello spazio sono le distanze astronomiche o nucleari. 

A questo proposito hanno un ruolo importante i semplici problemi delle urne con palline bianche e nere, oppure con numeri casuali distribuiti uniformemente fra 0 e 1. Essi rappresentano delle scale ``oggettive'' di probabilità (leggi: ``sulle quali non possiamo non essere tutti d'accordo'') con le quali confrontare valutazioni puramente intuitive. Quindi una probabilità del 70% dovrebbe dare circa la stessa sicurezza di quando si spera di poter estrarre una pallina bianca da un'urna che contiene 70 palline bianche e 30 palline nere. Se questo non è vero vuol dire che 70% non corrisponde all'effettiva credibilità dell'evento. 

Speranza matematica e previsione di vincita 

Il concetto della scommessa reversibile può essere ribadito pensando che se si è incerti se puntare pro o contro l'evento [image: image221.png]


- almeno dal punto di vista ipotetico - significa che [image: image222.png]


e [image: image223.png]


vengono considerati di pari valore e quindi interscambiabili: si può versare la cifra ``sicura'' [image: image224.png]


con la speranza di poter ottenere [image: image225.png]


con probabilità [image: image226.png]


(se [image: image227.png]


si verifica); indifferentemente si può accettare la cifra sicura [image: image228.png]


con il rischio di pagare [image: image229.png]


con probabilità [image: image230.png]


. 

Siccome non sempre le scommesse sono eque, è interessante chiamare speranza matematica (di vincita), o valore atteso (di vincita), la somma che si spera di vincere per la probabilità di vincita. Chiamiamo questa quantità [image: image231.png]


, per distinguerla dalla generica posta [image: image232.png]


che chi organizza il gioco può richiedere di pagare. Se [image: image233.png]


è uguale a [image: image234.png]


il gioco è equo. Quindi il rapporto [image: image235.png]


caratterizza l'equità del gioco. Facciamo degli esempi. 

· Roulette2.13, giocando al ``rosso e nero'' (ad esempio [image: image236.png]


= ``rosso''): 
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	[image: image240.png]



	[image: image241.png]



	[image: image242.png]



	 

	[image: image243.png]



	[image: image244.png]



	[image: image245.png]



	 


· Il gioco è evidentemente non equo, ma non troppo sbilanciato. 

· Roulette, puntando su un numero (es. [image: image246.png]


= ``esce il 24''): 
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· In effetti tutte le vincite della roulette sono calcolate in modo tale da mantenere un rapporto costante fra puntata e speranza matematica. 

· Lotto, puntando su un numero su una ruota (es. [image: image256.png]


= ``esce il 25 sulla ruota di Bari''): 
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· Il banco del lotto vince mediamente quasi il 40% delle puntate2.14, contro il 2.7 di quello della roulette. 

Come si vede, la conoscenza della speranza matematica permette di giudicare l'equità di un gioco d'azzardo, cioè caratterizza il gioco, anche senza che se ne conoscano in dettaglio le regole. Si vede, ad esempio, che il gioco della roulette è molto più equo del lotto. Anzi si potrebbe dire per inciso che sembra anche ``troppo equo'', nel senso che la speranza matematica differisce soltanto del 2.7% dalla puntata. Presumibilmente bisogna tener conto che, anche se il gioco è quasi equo dal punto di vista probabilistico, non lo è dal punto di vista psicologico, e infatti quasi sempre i giocatori seguitano a giocare anche dopo che hanno vinto, e spesso finiscono per perdere tutta la cifra che erano disposti a giocare e sono costretti a smettere (esiste un classico problema del calcolo delle probabilità detto della ``rovina del giocatore''). 

pzd100Previsione di guadagno e decisioni 

La quantità [image: image266.png]


può essere riscritta nel seguente modo 
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mettendo in luce che essa è ottenuta dalla somma degli importi che si possono vincere se si verifica un certo evento, ciascuno moltiplicato per sua probabilità di avvenire. 

Se si eseguono contemporaneamente tante scommesse su tanti eventi [image: image272.png]


, [image: image273.png]


,..., [image: image274.png]


, la speranza matematica è la somma delle speranza matematiche di ciascuna delle scommesse. Includendo anche l'evento [image: image275.png]


(``non si verifica nessuno degli altri [image: image276.png]


eventi''), con vincita nulla ([image: image277.png]


), otteniamo 
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	(2.16)


Si noti che non è richiesto che gli [image: image279.png]


siano incompatibili fra di loro. Ad esempio, giocando alla roulette si può puntare contemporaneamente sul ``2'', sul ``3'', sui pari e sui rossi. Se le puntate sono rispettivamente 10, 10, 100 e 200 mila lire la speranza matematica sarà pari (in migliaia di lire) a 

[image: image280.png]



Per l'ovvio significato che appare in questi esempi la speranza matematica è anche chiamata - sono questi i termini attualmente preferiti - valore atteso, o previsione, di vincita. 

Questi termini potrebbero generare confusione se non li si pensa accompagnati dall'aggettivo ``probabilistico'', e si intendesse che vogliano dire ``predizioni'' in termini di certezza. Non si deve nemmeno intendere che essi si riferiscano agli importi che effettivamente si possono vincere (0, [image: image281.png]


, [image: image282.png]


, etc). L'esempio della roulette rende abbastanza bene l'idea. Le possibili vincite sono 0 (non si realizza nessuna delle puntate), 200 mila (un pari che non sia il ``2'' e nemmeno ``rosso''), 560 o 960 mila se esce il ``2'' (nelle due ipotesi che questo numero sia definito nero o rosso), e così via. 

Quindi l'attesa, o previsione, probabilistica dà l'idea di una sorta di vincita media, e su questo concetto ritorneremo quando si parlerà delle variabili casuali. Quello che è importante è che, in scommesse eque, la previsione di vincita deve essere uguale alla somma delle poste. 

Estendiamo il concetto di scommessa a situazioni più complicate in cui si gioca contemporaneamente pro e contro diversi eventi. Ovvero per alcuni eventi [image: image283.png]


può essere positivo e per altri può essere negativo. Questo è quello che si verifica tutti i giorni quando possono accadere degli eventi in grado di produrre vantaggi o svantaggi a seconda che si verifichino oppure no: affrontare un viaggio per procurarsi un lavoro comporta una spesa che potrebbe essere compensata dall'assunzione; viaggiare sull'autobus senza biglietto ha un vantaggio immediato che però può trasformarsi in una perdita se passa il controllore. Anche la roulette può essere vista in questo modo considerando la puntata [image: image284.png]


una perdita quando non si verifica nessuno degli eventi sui quali si è scommesso. 

In questi casi, al posto della previsione di vincita (calcolata senza tener conto della posta pagata) è preferibile parlare della previsione di guadagno, ottenuta con la stessa formula di [image: image285.png]


e indicata con I[image: image286.png]


P[image: image287.png]


 e calcolata in due modi alternativi ma equivalenti: 

 $&bull#bullet;$ 

gli eventi [image: image288.png]


devono essere tali per cui almeno uno deve accadere (quando c'è un evento e il suo contrario questo è automatico); le vincite vanno considerate come vincite nette [image: image289.png]


, ovvero già detratte delle puntate; le puntate sono considerate negative e associate agli eventi opposti a quelli sui quali si è scommesso; 

- 

alternativamente si possono considerare le vincite lorde (come in [image: image290.png]


) e sottarre la somma delle puntate ([image: image291.png]


) (con probabilità 1 in quanto esse si considerano versate in anticipo); 

Otteniamo quindi: 
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	(2.17)


o 
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	(2.18)


Ne segue che 

· le scommesse eque, o coerenti, hanno una previsione (probabilistica) di guadagno nulla e le decisioni su quale verso della scommessa preferire sono indifferenti; 

· le decisioni vantaggiose hanno una previsione di guadagno positiva; 

Come esempio numerico riprendiamo il caso della roulette puntando 1000 lire su un solo numero. I due modi per calcolare la previsione di guadagno sono: 
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Come esempio di decisione, consideriamo la situazione di un automobilista che deve scegliere fra pagare il biglietto del parchimetro, di costo [image: image304.png]


, o rischiare una multa di importo [image: image305.png]


se arriva il vigile, evento la cui probabilità [image: image306.png]


è subordinata allo stato di informazione su città, quartiere, ora, traffico, situazione meteorologica, etc. La previsione di guadagno è 
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Quindi la multa è veramente scoraggiante se 
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Ricapitolando 

· La nascita del calcolo delle probabilità è legata ai problemi relativi a giochi d'azzardo e assicurazioni sulla vita, dai quali hanno avuto luogo rispettivamente le valutazioni combinatorie e frequentiste: 
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· La constatazione empirica del fatto che quando è possibile valutare la probabilità con ragionamenti di simmetria si trovano frequenze relative di successo prossime a tale valore, con approssimazione che migliora con l'aumentare del numero di prove, ha condotto alla definizione di probabilità come il limite della frequenza (per [image: image320.png]


) e alla concezione oggettivista della probabilità. 

· In realtà le ``definizioni'' combinatorie e frequentiste richiedono la conoscenza del concetto primitivo di probabilità. Inoltre le valutazioni dipendono da condizioni che devono essere verificate di volta in volta dal soggetto che valuta la probabilità. Questa constatazione conduce alla così detta concezione soggettivista della probabilità e al fatto che la probabilità sia sempre condizionata. 

· La scommessa coerente (reversibile), seppure da intendere in modo ipotetico, ha il fondamentale ruolo normativo di poter definire la scommessa anche nei casi pratici della vita e della ricerca scientifica che non rientrano nella schematizzazione dei casi ugualmente possibili o degli infiniti esperimenti eseguiti nelle stesse condizioni. Quando le condizioni sulle quali tali ``definizioni'' si basano sono ritenute valide, queste vengono recuperate, purché interpretate nella logica della scommessa (``se dai conti mi viene un valore alto, ma in realtà non mi sento sufficientemente sicuro sul verificarsi dell'evento, c'è qualcosa non va con la valutazione''). 

· Se la scommessa coerente suggerisce puntate pro e contro un evento rispettivamente di [image: image321.png]


a [image: image322.png]


vuol dire che il valore di probabilità è stimato essere 
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· Le scommesse coerenti sono anche dette eque. In esse la posta deve essere uguale al valore atteso di vincita (probabilità [image: image326.png]


possibile vincita), detto anche speranza matematica. 

· La previsione di guadagno è un estensione della previsione di vincita, e si ottiene sommando tutti i possibili ricavi e perdite, ciascuno moltiplicato con la propria probabilità di accadere. Questo concetto sta alla base della teoria delle decisioni. 

Problemi 

Nota: alcuni di questi problemi possono richiedere elementi di calcolo combinatorio facilmente ricavabili intuitivamente. 
1. Si lanciano due monete e si è interessati ai seguenti eventi [image: image327.png]


, [image: image328.png]


e [image: image329.png]


, ove [image: image330.png]


e [image: image331.png]


stanno per testa e croce. Quanto vale la probabilità dei tre eventi? 

2. Quanto vale la probabilità che, lanciando due dadi regolari, esca un doppio 6? 

3. Quanto vale la probabilità che, lanciando due dadi regolari, esca 4 in un dado e 5 nell'altro? 

4. Il telecomando di un cancello elettrico ha un codice selezionabile mediante combinazione di dieci microinterruttori, ciascuno dei quali puo' assumere due posizioni. Quanto vale la probabilità che una persona che possiede un telecomando in grado di inviare impulsi radio alla frequenza corretta ma che non conosce il codice segreto riesca ad aprire il cancello al primo tentativo? 

5. Una valigia ha due chiusure, ciascuna delle quali ha una serratura a codice decimale di tre cifre. Un'altra ha una sola serratura a codice decimale da sei cifre. Quale delle due valigie è più sicura? 

6. Giocando all'enalotto2.15 è più probabile che esca una colonna con tutti i simboli uguali (ad esempio 111111111111) oppure la colonna 11X21X1X12X2? 

7. La poesia ``Cielo e mare'' di Giuseppe Ungaretti, che si esprime in 

M'illumino d'immenso 

è indubbiamente una delle più brevi della letteratura italiana. Quanto vale la probabilità di ottenere il testo della composizione battendo a caso su una tastiera di computer da 106 tasti? (Considerare equivalenti le lettere minuscole e maiuscole.) 

8. Gettando tre dadi si può ottenere il numero 11 con le seguenti 6 triplette: (6,3,2), (6,4,1), (5,5,1), (5,4,2), (5,3,3) e (4,4,3). Anche il numero 12 può ottenere ottenuto con sei diverse triplette: (6,5,1), (6,4,2), (6,3,3), (5,5,2), (5,4,3) e (4,4,4). Quali dei due numeri ha maggiore probabilità di verificarsi? 

9. Supponiamo di avere un quadrato di lato [image: image332.png]


ed un cerchio di raggio [image: image333.png]


il cui centro coincide con uno dei vertici del quadrato (figura 2.2). Supponiamo di generare dei punti distribuiti uniformemente all'interno del quadrato. Quanto vale la probabilità che un punto cada all'interno del quarto di cerchio contenuto nel quadrato? 

	[image: image334.png]




	Figura: Quanto vale la probabilità che scegliendo a caso un punto nel quadrato di lato [image: image335.png]


esso cada dentro il quarto di cerchio disegnato?


10. In una citta il numero di giovani che effettua la visita medica per il servizio militare in quattro anni successivi sono: 5467, 5511, 5437 e 5481. Di questi, coloro che non risultano abili al servizio sono, rispettivamente nei vari anni, 394, 386, 360 e 386. Stimare la probabilità che il cinquantesimo giovane visitato l'anno successivo risulti abile. 

11. Viene registrata, per sei anni successivi, l'incidenza di una certa malattia fra la popolazione di un certo paese, ottenendo i seguenti valori: [image: image336.png]


, [image: image337.png]


, [image: image338.png]


, [image: image339.png]


, [image: image340.png]


, [image: image341.png]


. Quanto vale la probabilità che una persona sia affetta da quella malattia durante l'anno successivo? 

12. Una persona si reca in una località di mare il 4 aprile di un certo anno e trova un tempo splendido che, a detta dei locali, dura ormai da oltre una settimana ed è previsto mantenersi per tutta la settimana successiva, come mostrato anche dalle foto da satellite. La sera, mentre si gode un eccezionale tramonto con degli amici, partecipa ad una discussione sulle previsioni del tempo. Alcuni affermano infatti che il giorno dopo potrebbe piovere in quanto negli ultimi 10 anni è sempre piovuto in occasione del 5 aprile. In base a queste informazioni, quanto vale la probabilità che piova il giorno dopo? 

13. Consideriamo il quarto pronostico di un concorso di totocalcio, quanto vale la probabilità che si verifichi ``1'', ``X'' o ``2''? 

14. Rispondere qualitativamente al problema precedente sapendo che tale pronostico è relativo al girone di ritorno, in cui la prima squadra in classifica ospita l'ultima. 

15. Come varia la valutazione della probabilità del problema precedente se si venisse a conoscenza che da 10 giornate si è verificato sempre ``1'' al quarto pronostico? 

16. Ammettiamo di sapere che negli ultimi anni la percentuale di studenti che supera l'esame relativo a questo corso sia stata del [image: image342.png]


e che essa si sia mantenuta costante e indipendente dalle sessioni. Se Tu (nel senso di te e non di un'altra persona) dovessi sostenere tale esame Domani (nel senso di domani ...), in quanto stimi la probabilità di essere promosso? 

17. Due semplici casi per i quali è facile dare una risposta banale, più complicato darne una ``seria''. Un nuovo farmaco viene somministrato a sei persone affette da una certa malattia e tutte guariscono: qual'è l'efficienza di tale farmaco per curare la malattia in oggetto? Rispondere alla stessa domanda nel caso che un altro farmaco venga somministrato a tre persone affette da un'altra malattia e nessuna guarisca. 

18. Secondo la teoria dell'ereditarietà di Mendel, il carattere è determinato da geni alleli (geni omologhi con effetti differenti). Nel caso dei piselli, per esempio, i geni che determinano il colore dei semi si presentano in due alleli di cui uno dominante e l'altro recessivo. Se nella coppia di geni è presente almeno un gene dominante la pianta ha i semi gialli, altrimenti verdi. Indichiamo con [image: image343.png]


e [image: image344.png]


i due alleli, dove la notazione [image: image345.png]


ricorda che il carattere ``seme verde'' (ovvero ``seme non giallo'') è recessivo. In ogni processo di riproduzione ciascuno dei genitori trasmette, con pari probabilità, uno dei suoi due geni. 

1. Se piselli omozigoti (ovvero con alleli identici) del tipo ([image: image346.png]


, [image: image347.png]


) sono incrociati con piselli del tipo ([image: image348.png]


, [image: image349.png]


), quanto vale la probabilità di ottenere discendenti aventi i genotipi ([image: image350.png]


, [image: image351.png]


), ([image: image352.png]


, [image: image353.png]


) e ([image: image354.png]


, [image: image355.png]


). Quanto vale la probabilità che essi presentino il carattere ``seme verde''? 

2. Supponiamo di lasciare incrociare fra di loro gli individui della prima generazione. Quanto vale la probabilità che nella seconda generazione si ottengano piselli dai semi gialli e verdi? 

3. Se i piselli ottenuti nella prima generazione sono incrociati con piselli dai semi verdi, quanto vale la probabilità di ottenere piselli dai semi verdi? 

4. Se i piselli gialli della seconda generazione sono incrociati con piselli verdi, quanto vale la probabilità di ottenere piselli dai semi verdi? 

5. Supponiamo di lasciar incrociare fra loro i soli piselli dai semi gialli ottenuti nella seconda generazione e di continuare la selezione nelle generazioni successive. Quante altre generazioni sono necessarie per ottenere piante con almeno il [image: image356.png]


della specie dai semi gialli? 

19. Continuando sul tema dell'esercizio precedente: non tutte le coppie di alleli seguono lo schema dominante/recessivo. Per esempio nella razza di bovini short horn il colore del manto è determinato da una coppia di alleli: la combinazione ([image: image357.png]


, [image: image358.png]


) produce individui rossi, la combinazione ([image: image359.png]


, [image: image360.png]


) individui bianchi e la combinazione ([image: image361.png]


, [image: image362.png]


) individui chiazzati, detti roani. 

· Se si incrocia un toro bianco con una mucca rossa, quanto vale la probabilità di ottenere un vitello bianco? 

· Quanto vale la probabilità di ottenere un roano dall'incrocio di due roani? 

· Supponiamo di ottenere dall'incrocio fra un toro e una mucca roani un certo numero di vitelli. Successivamente, ad ogni nuova generazione, facciamo in modo far accoppiare fra di loro soltanto animali dello stesso colore. Quanto vale la percentuale di roani alla prima, seconda, terza e quarta generazione? 

· Un circolo sportivo ha 1360 soci adulti, di cui: 400 uomini sposati e 350 celibi; 250 donne sposate e 360 nubili. Quanto vale la probabilità che, scelta a caso la cartellina di un socio, questo sia donna? Quanto vale la probabilità che sia donna se si sapesse che la persona in questione è sposata? Quanto vale invece la probabilità che la persona sia sposata sapendo che è un uomo? 

· Tre signore (``bionda'', ``mora'' e ``rossa'') si incontrano in treno e, conversando, si scambiano delle informazioni sulla loro vita privata. Dopo un po' entra nello stesso scompartimento anche un matematico. Questi si siede, ascolta distrattamente la conversazione fra le signore e, dopo un po', scende alla fermata successiva a quella nella quale era salito. Mentre si allontana ripensa un'attimo al fatto che, da quanto ha sentito, tutte le signore hanno due figli e che, inoltre: la bionda ha almeno un figlio maschio; il figlio maggiore della mora è maschio. Ne conclude che la probabilità che le signore abbiano entrambi i figli maschi è diversa nei tre casi. Ha ragione? 

· Un liceo ha 1000 studenti, di cui 600 sono maschi e 400 femmine. L' 80% delle ragazze fuma, mentre l'80% dei ragazzi non fuma. Quanto vale la probabilità che uno studente scelto a caso risulti maschio e fumatore? Incontrando lungo il corridoio uno studente, qual'è la probabilità che sia un fumatore? Sapendo invece che uno studente fuma, quanto vale la probabilità che sia un ragazzo? 

· Un modo per far scegliere al caso colui che deve fare qualcosa, molto più usato del lancio della monetina, è il ``pari o dispari'' giocato con le dita di una mano. Un ragazzo si accorge che sia lui che i suoi amici raramente tirano lo zero, mentre i numeri da 1 a 5 si presentano all'incirca con la stessa frequenza. Stanti queste ipotesi, se il ragazzo tira a caso un numero compreso fra 1 e 5, è conveniente che egli punti sul pari o sul dispari? È possibile sviluppare una strategia che aumenti ancora di più la probabilità di vincita? 

· Durante una trasmissione televisiva due concorrenti hanno la possibilità di vincere un premio. Il conduttore mostra loro tre scatole, spiega che in una di esse c'è l'assegno e che le altre sono vuote. Quindi li invita a scegliere ciascuno una scatola. Successivamente il primo concorrente apre la sua scatola e questa risulta vuota. Il conduttore offre allora all'altro concorrente la possibilità di scambiare la scatola che egli ha scelto con la terza rimasta. L'offerta è vantaggiosa, svantaggiosa o indifferente? 

· Variazione sul tema. Durante una trasmissione televisiva un concorrente ha la possibilità di vincere un premio. Il conduttore gli mostra tre scatole, gli spiega che in una di esse c'è l'assegno e che le altre sono vuote e quindi lo invita a scegliere una scatola. Dopo che il concorrente ha scelto la scatola, ma non l'ha ancora aperta, il conduttore dichiara di conoscere in quale scatola è il premio. Dichiara inoltre che aprirà, fra le due scatole non scelte, una scatola che è sicuramente vuota. In effetti la scatola che apre non contiene il premio. A questo punto il conduttore offre al concorrente la possibilità di scambiare la scatola che egli ha scelto con la terza rimasta. 

L'offerta è vantaggiosa, svantaggiosa o indiferente? (Confrontare con il problema precedente e dare almeno una risposta intuitiva.) 

· Una persona ritiene che il prezzo equo di un biglietto che dà diritto ad un premio singolo di un milione di lire sia di 500 lire. Quanti biglietti sono stati venduti? 

· Un allibratore accetta scommesse su un incontro di pugilato fra [image: image363.png]


e [image: image364.png]


. Nel caso di vittoria di [image: image365.png]


egli è disposto a pagare 1.25 volte la puntata. Se vince [image: image366.png]


pagherà invece 3.5 volte la puntata. Quale pugile viene ritenuto favorito? La scommessa sono eque? Quanto dovrebbero essere le vincite in caso di gioco equo, se l'allibratore ritenesse che le probabilità di vittoria sono 3/4 per [image: image367.png]


e 1/4 per [image: image368.png]


? 

· Una persona dichiara che la probabilità che una moneta regolare e lanciata a caso dia testa è pari a 0.8, in quanto la valutazione soggettiva della probabilità gli consente di dire qualsiasi numero compreso fra 0 e 1. Cosa gli si può proporre per mettere alla prova la sua convinzione? E se avesse dichiarato 0.3? 

· Il montepremi di una lotteria di Capodanno è stato il seguente: sei premi principali rispettivamente da 6, 3, 2.5, 2, 1.6 e 1.2 miliardi di lire; 102 premi da 250 milioni; 252 premi da 50 milioni. Sapendo che sono stati venduti 30 milioni di biglietti a 5000 Lire l'uno, trovare il rapporto fra il prezzo del biglietto e la speranza matematica di vincita. 

· Un ragazzo, al riaprirsi delle scuole, effettua un rapido calcolo sui viaggi effettuati con gli autobus urbani nell'ultimo anno e stima di aver effettuato circa 1500 corse, durante le quali ha incontrato solo tre volte il controllore. Sapendo che il costo dell'abbonamento è di 50000 lire al mese, mentre l'eventuale multa costa 60000 lire, troverà più conveniente comprare l'abbonamento o utilizzare i soldi che riceve dalla famiglia per divertirsi? 

· Fra i problemi legati ai giochi d'azzardo dai quali ha tratto origine la teoria del calcolo delle probabilità c'è il caso (sottoposto dal Cavalier de Méré a Pascal nel 1654) della suddivisione della posta nel caso di gioco interrotto prima del termine. 
Supponiamo che si tratti di un gioco in cui valga il numero di partite vinte indipendentemente dal punteggio raggiunto in ciascuna di esse, che non si possano verificare delle patte e che al momento dell'interruzione ai due giocatori (di pari abilità e identificati con le lettere [image: image369.png]


e [image: image370.png]


) manchino rispettivamente 2 e 3 partite per la vittoria. Quale è il criterio per suddividere la posta in palio fra i giocatori? 

· Un altro classico problema è illustrato in figura 

(``ago di Buffon''). Su un piano orizzontale vengono disegnate delle linee parallele distanti fra loro [image: image372.png]


. Poi si lascia cadere (a caso) un ago di lunghezza [image: image373.png]


. Trovare la probabilità che l'ago tocchi una delle linee. 

	[image: image374.png]




	Figura: Esperimento dell'ago di Buffon.


· Si sa che una scatola contiene sicuramente due palline, ma esse possono essere entrambe dello stesso colore, oppure di colori diversi. Quanto vale la probabilità che esse siano entrambe dello stesso colore? 

· Ad una persona vengono presentate due buste e gli viene comunicato che ciascuna di esse contiene un assegno. La cifra dei due assegni è ignota, ma sicuramente uno dei due assegni è di un importo 10 volte l'altro. La persona può scegliere a caso una delle buste, aprirla, constatare il contenuto e dopo ha il diritto di decidere se cambiare l'assegno visto con quello dell'altra busta. Ammettiamo, per fissare le idee, che la busta contenga [image: image375.png]


lire. Qual'è la decisione più conveniente? Discutere gli aspetti paradossali del problema. 

· Si immagini che l'offerta descritta nel problema precedente venga effettivamente rivolta ad una persona e che questa sia in serio dubbio se accettare o rifiutare lo scambio. Che probabilità sta - inconsciamente - attribuendo all'eventualità che l'altra busta contenga un assegno da un milione? 

· Sempre sul problema delle due buste: immaginiamo che questa scelta sia proposta ad uno studente dai suoi amici, con la variante che il rapporto fra il valore dei due assegni è di 1000. Lui apre la busta e trova 10000 lire. Cosa deciderà? 

· Si valuti il valore atteso della penalizzazione (con [image: image376.png]


unitario per semplicità) e lo si confronti con quanto si otterrebbe se una persona pensa che la probabilità vale [image: image377.png]


ma dichiara [image: image378.png]


. 

· Risolvere lo stesso quesito del problema precedente immaginando una regola di penalizzazione che dipenda dal modulo della differenza fra [image: image379.png]
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. 

· I problemi 9 e 32 non presentano grande difficoltà di comprensione, ma ad essere rigorosi non dovrebbero comparire in questo capitolo. Quale valutazione di probabilità viene usata? 
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